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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare corecta se asimileaza conform baremului.
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Subiectul 1. S3 se determine primitivele functiei f : (—3,00) - R,f(x) = (+—3)2
x

Mihaela Berindeanu, Gazeta Matematica

Barem de notare
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Subiectul 2. Fie (G,-) un grup. Spunem ci un morfism de grupuri f:G—>G are

proprietatea (P) , dacd existd un numér k € 7 astfel incat f(xk) = x, pentruorice x € G.

@) S& se arate c3, dacd [ are proprietatea (P), atunci f este izomorfism.

b) stiind c3 (G,-) este comutativ, finit, cu 7 elemente, s& se arate cd f are proprietatea

(P) dacd si numai dacd existd g € Z cu (n,q) =l astfel incat f(x):xq, pentru orice
xeG.

Marian Andronache



Barem de notare

a) ®Fie x € G. Cum f(xk) =X => feste  SUMECHIVA....omimriire s sesens s 1p

®Fiex,y € G. Atunci

F@)=r)=((x) =(7(0) = £(x)=7 (") = x=y, deci [ este

10 116 Y7 T OO SUPTOt 1p
b) ®Fie f cu proprietatea (P), keZ cu (f(x))k =X si p un numar prim cu p‘n si
p‘k. Din teorema lui Cauchy, existd a € G \ {e} cu a’ =e, unde e este elementul neutru

allui G . Rezultd e = f(e) = f(ak ) = a, contradictie, deci(n,k) =1.Fiet,geZ cu
tn+qk =1, atunci (n,q) :1$if(x) = f(x””qk) = f(qu) = f((xq )k)z x?, pentru
OFICE X € (T ettt ettt et et ettt e et e e te st eteeaseeteate et eeseeteensensentesreenseneenseneens 3p

® Reciproc, dacd f(x) =x%cu (n,q) =1, cum G este abelian, rezultd c§ feste

1

morfism. Fie ¢,k € Z cu tn+ gk =1, atunci f(xk)z x* = x"" = x pentru orice xe G,

deci fare proprietatea (P) ........................................................................................................... 2p

Subiectul 3. Fie /' :R — IR o functie care admite o primitivd F :IR — R cu proprietatea
ca ‘F(x)‘ + f(x) =0, pentru orice x e R.

@) Sa se arate c3 functia f:R > R, f(x) = —e" verificd ipoteza problemei.

b)sa se determine toate functiile f care verificd ipoteza problemei.

Vlad Florentin Drinceanu si Flavian Georgescu

Barem de notare

a)e F(x)=—ex are proprietatea din enunt, deci [ verificd ipoteza problemei.................. 2p
b) ®Fie f cu proprietatea din enunt si F o primitiva cu ‘F(x)‘ + f(x) =0, pentru orice

x € R .Fie I c Runinterval, cu F(x) >0 pentru x e/ .Cum F(x)+ f(x) =0, rezults
ca (exF(x))’ =0, deci exF(x) =k > 0. Obtinem F(x) =ke ™, decif(x) =pe "

Oricare arfi X € 1, CU P S0 ettt et s et s 1p



e Fie / — Runinterval cu F(x) <0 pentru x e [ . Cum —F(x) +f(x) =0, rezultd
cd (e_xF(x))’ =0, deci e’xF(x) =k <0 . Obtinem F(x) = ke", deci f(x) = ke"*
Oricare arfi X € 1, CU K SO ettt s ena s sens e 1p

®Daci existd @ € R cu F(a) =0, cum f(x)= —‘F(x)‘ <0 oricarearfi xe R,
rezultd c3 F este descrescitoare, deci F'(x)>0pe (—o0,a) si F(x)<0pe (a,).
Atunci F(x)=pe™, xe(—o,a)si F(x)=ke", x €(a,), iar, din continuitatea lui F

in a, obtinem p=k =0, deci F(x) =0, de unde f(x) =0 pentru orice x e R

® Obtinem functiile f:R —> R cu f(x) = ke pentru orice x € R si f(x) = ke"

pentru orice x € R, cu k£ < 0, functii care verificd ipoteza problemei.........ccceeeeevevervreernennns 1p

Subiectul 4. Fie n,k doud numere naturalecu 1<k <n, (G,-) un grup cu 1 elemente si

Xo o submultime a lui G, cu k elemente. Pentru fiecare a <G notim cu
n
aX, = {ax|xe XO} si fie M :{Yg G|E|a € G,Y:aXO}. Stiind ca M are cel mult E

elemente, s3 se arate c& Gare un subgrup cu k elemente.

Marian Andronache

Barem de notare

efie acGsi xe X,.Cum aeax_lXoeM,rezulté ca G= UY .................................. 2p
YeM

oFie Y =aX,e M .Cumfunctia f: X, > Y,f(x) = ax este bijectivs, rezultd c3

‘Y‘ =k, unde ‘A‘ reprezinta cardinalul multimii 4. Cum

n n
n= ‘G‘ = U Y I< Z ‘Y‘ <—-k=n,rezults ci ‘M‘ = — si elementele lui M reprezinta
YeM YeM k k
O PATLItIE @ TUI (F . oottt ettt ettt ettt et ettt ettt eeteneas 3p

OFieY0 = XO, cuee Yb, unde e este elementul neutru al lui G . Fie Yy, =ax,y,=ax,,cu
B e | _ ol -1 -1 N
X,X, € Xy . Atunci y, Y, =X, a ax,=x, x,€x;, X,.Cumeecx X rezultdcd

xl_lXO =Y, deci yl_ly2 €Y, de unde ¥ este subgrup al lui G cu k elemente.............. 2p



