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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje

intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enunt subiect 1, autor ***
a) Aflati cate numere naturale de 3 cifre se impart exact la 31.
b) Cu cate zerouri se termina produsul acestor numere?

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Cel mai mic numar este 124 = 31 - 4,iar cel mai mare 992 = 31 - 32, 2p

in total 29 de numere de 3 cifre care se impart exactla 31. Ip

b) Obtinem 0 la finalul unui produs prin inmultire cu 10 = 5 - 2 Ip

Factorii de 5 apar de la numerele 31-5,31-10,31-15,31-20,31-255si 31 Ip

-30
Dar 25 = 5 -5 = produsul se va termina in 7 zerouri. 2p

Enunt subiect 2, autor Manuela Popescu. G.M. 9/2022

Un numar natural, scris in baza 10, are 3 cifre si, impartit la rasturnatul sau, da catul 2

si restul 100. Aflati produsul cifrelor numarului.

Detalii rezolvare Barem
asociat
abc = cha - 2 + 100 numir par = c cifri para Ip
Cum cha -2 + 100 < 1000 = cha < 450 > c < 4 1p
Cazullc =4 = abd=4ba-2+1002a=9=>
u.c.(m)=u.c.(m-2+100)@4=8Fals! 2p
Cazulllc =2 =ab2=2ba-2+100 > u.c.(a"2)=2=>a=1saua=6
Cum ab2 > 500 > a =6 2p
Din6b2 =2b6-2+100=>b=9=abc=692=a-b-c = 108. Ip

Enunt subiect 3, autor Traian Preda

Profesorul scrie pe tabla 25 de numere naturale consecutive. Andrei afirma ca suma
numerelor pare scrise pe tabla este cu 2023 mai mare decat suma numerelor impare
scrise pe tabl3, iar Bogdan ca suma numerelor impare este mai mare cu 2023 decat
suma celor pare. Stiind ca una dintre cele doua afirmatii este adevarata, aflati numerele

scrise pe tabla.




Detalii rezolvare

Barem
asociat

Notam numerele consecutive cua,a + 1,a + 2,..,a + 24 si cu S, S; sumele

Numerele a,a + 2, ..., a + 24 au aceeasi paritate,iara+ 1,a + 3, ...,a + 23

cealalta paritate. Diferenta sumelor va fi intotdeauna S; — S,
=a+(a+2)-

—(a+l)+(@a+4)—-(a+3)+--+(@a+24)—(a+23)=a+12

numerelor pare, respectiv impare, dintre cele 25 de numere scrise pe tabla.

2p

[.a par = avem 13 numere pare si 12 impare,iar§, > §; = §, — §;
=a+12

Daca afirmatia lui Andrei ar fi corectd, atunci a + 12 = 2023 = a = 2011

Dar 2011 este impar, a par, deci Andrei nu poate spune adevarul.

2p

I[I.a impar = avem 13 numere impare si 12 pare,S; > 5, = §; — 5,
=a+12

Atuncia + 12 = 2023 = a = 2011, numar impar, deci afirmatia lui Bogdan

este cea corectd, iar numerele de pe tabla sunt 2011,2012,2013, ...,2035.

3p

Enunt subiect 4, autori Cristian Olteanu si Traian Preda
a) Determinati ultima cifrd a numarului n = (62 + 9% + 152 + 412)2023,

b) Fie numarul N = 20232023 ... 2023 . Scrieti numarul N ca suma a 2024 patrate

2024 cifre
perfecte distincte si nenule.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) n = 20232923 are ultima cifra 7 2p

b) N = 2023 - 102920 4 2023 - 102°16 + ... + 2023 - 10* + 2023 = 2p

(6% +92 + 152 + 412) - 102920 + (6% + 92 + 152 + 412) - 102016 + ... +

(62 4+ 92 + 152 + 412) - 10* + (62 + 92 + 152 + 412) = Ip

(6 . 101010)2 + (9 . 101010)2 + (15 . 101010)2 + (41 . 101010)2 + (6 . 101008)2 +
+(9-101008)2 4 (15-101008)2 + (41-101998)2 + ... + 62 + 92 + 152 + 412

2p
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enunt subiect 1, autor ***
Determinati numerele prime a, b, ¢, stiind ca 51a + 24b + 17¢c = 2023.

Detalii rezolvare Barem
asociat

51:17,2023:17 = 24b :17.Cum (24,17) =1=b : 17

b fiind numadr prim = b = 17 2p

Obtinem 3a + ¢ = 95 = unul din numere trebuie sa fie par = a = 2sauc Ip

=2
a =2 = ¢ = 89,numar prim,decia =2,b = 17,c = 89 2p
c =2 = a=31,numar prim,decia =31,b=17,c = 2 2p

Enunt subiect 2, autor Vasile Scurtu, S.G.M. 11/2022
Aflati numerele naturale x si y, stiind ca 5* — 5¥ = 15000.

Detalii rezolvare Barem
asociat

5Y-(5*Y-1)=2%-3-5% 3p

X>y=>515"Y—125y=4s5i5"*-1=24 =5x=6 4p

Enunt subiect 3, autor Traian Preda

Se considera trei unghiuri in jurul unui punct, avand masurile direct proportionale cu
trei numere naturale consecutive. Aratati ca unghiul format de bisectoarele a doua
dintre unghiuri este congruent cu cel de-al treilea unghi.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Notam cu <AO0B, ¥BOC si €«COA cele 3 unghiuri si cu n numarul mai mic.
. XAOB <IBOC <«COA <AOB+ «BOC+ <C0A 360°
Atunci = = = =
n n+1 n+2 n+n+1+n+2 3n+3
1200 4p

n+1
= XBOC = 120°

Fie (OM si (ON bisectoarele unghiurilor <xAOB si, respectiv <COA

<AOB <«COA 360°—<«BOC
Atunci <MON = <AOM + <AON = > + o= > =120° 3p
= <MON = «B0OC = 120°.




Enunt subiect 4, autor Flavian Georgescu
Pentrun € N*,n > 3,0 multime nevida M < {0,1,2, ...,n — 1} se numeste n — buna daca
are proprietatea ca, pentru orice doua numere x si y din multimea M, restul impartirii
lui x + y la n este si el in multimea M.

a) Determinati multimile 3 — bune.

b) Daca M este multime n — bund,iar 1 € M si 3 € M, demonstratican : 3.

¢) Cate multimi 2023 — bune exista?

Detalii rezolvare Barem
asociat

a)DacileM=>1+1=2eM.Cuml1+2=3=0eM=>M={0,1,2}
Daca2 e M\,cum2+2=4=>1€eM Ip
= multimile 3 — bune sunt {0,1,2} si {0}

b) Dacain =3k +1,cum3 € M = 3m € M,pentruoricem <k =>3keEM = 1p
2€eM.Dar3k e M,2 € M = 1 € M, contradictie!

Dacan =3k +2,cum3 € M = 3m € M, pentruoricem < k =

3keM,2€e M = 1 € M, contradictie! = n: 3 1p
c)JDacaleM=>1+1eEM=>14+2eEM=>45,..,2022eM=>0eM=>
M =1{0,1,2,...,2022} Ip

Fie a € M, a > 1, cel mai mic element nenul din M, daca exista.

Daca n este cel mai mic numar natural cu proprietatea ca na = 2023 =
2023 >na—a=a> 2023 —na

Avem na — 2023 =r € M,r < a.Dacar > 0 contradictie, a minim! 2p
Dacir = 0 = na = 2023 = a|2023 = a € {7,17,7-17,17%}

Multimile 2023 — bune sunt A4 = {0,1,2, ...,2022},{0}, AN M,,A N M,,
AN M9, A N Mygo,In total 6 multimi 2023 — bune. Ip
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enunt subiect 1, autor ***

V2023 n

Fie numerele naturale m, n, p astfel incat = — . Stiind ca m si n sunt prime,

Jp

determinati m + n.

Detalii rezolvare Barem

asociat
mn = ,/2023p © m?n? = 2023p @ m*n?> =172-7-p = 3p
17|m?n?,cum,n prime = 17|msaul7ln=>m= 17 saun = 17 2p
Dacim =17 =217?n?=17%>-7-p=>7n>=>n=7 2p
Analog,dacain=17=>m=7=>m+n = 24.

Enunt subiect 2, autori Cristina si Mihai Vijdeluc, G.M. 10/2022
Determinati numerele naturale nenule n pentru care numarul

am) =,/(1-2-3"..-n)5 + 145 este natural.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a(n) EN © (1-2-3-..-n)° + 145 este pitrat perfect Ip

I.n>5= (n)° = Mys,145 = Mps + 20 > 5|(1-2-3...-n)> + 145 si
251 (1-2-3-..-n)>+ 145> (1-2-3-..-n)° + 145 nu este patrat perfect 2p

ln=4=>(1-2-3-454+145=M, +3)°+ M, +5=M,+3>+ M, +5 Ip
M; + 5+ M; +5 = M, + 3 nu este patrat perfect

.n=3=(1-2-3)°+ 145 = 7921 = 892 = n = 3 solutie Ip
[ll.n = 2 = (1-2)° + 145 = 177 nu este pitrat perfect 1p

II.n = 1 = 1° 4+ 145 = 146 nu este pitrat perfect Ip




Enunt subiect 3, autor Traian Preda

Fie triunghiul echilateral ABC si punctul D situat in acelasi semiplan ca punctul A fata
de dreapta BC, iar punctul E € (DC), astfel incat AB = BD = DE si ¥ABD = 40°.Daca

{F} = AE nBC,
a) Aratati ca (BE este bisectoarea <ABC;
b) Determinati masura <FDC.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) ABDC isoscel (BD = BC),<BDC = 100° = «BDC = 40° Ip

ABDE isoscel (BD = DE) = <DBE = 70° = ¥ABE = 70° — 40° = 30° =

(BE este bisectoarea <ABC Ip

b)Notam AB N DE = {0} = «0DB = <0BD = 40° = AOBD isoscel = Ip

OB = 0D.Cum AB = DE = A0 = OE = AOAE isoscel

Cum <AOE = «<B0OD = 100° = x0AE = <0EA = 40° =

JAFB = 180° — (60° + 40°) = 80°si «BOE = 180° — 100° = 80° Ip

Obtinem ABEO = ABEF (L.U.U.) = OB = BF

Cum <OBF = 60° = ABOF echilateral = OF = OB. 2p

Dar OB = 0D = OF = 0D = AOFD isoscel = «0ODF = «CDF = 10°. Ip

Enunt subiect 4, autor Mihaela Berindeanu

Fie cercul de diametru AB si punctele C si D pe cerc, de o parte si de alta a dreptei AB.
Notam BD N AC = {E}, BC n AD = {F},iar O este centrul cercului circumscris AAEF.

Daca OC || ED:
a) Calculati masura <DAC;
b) Aratati ca ODBC este paralelogram.

Detalii rezolvare Barem
asociat

<ADB = 90° (unghi inscris in semicerc),iar CO || BD = CO L AF 2p

O centrul cercului circumscris AAEF,CO 1L AF = CO mediatoarea lui AF =

ACAF isoscel 1p

LACB = 90° (unghi inscris in semicerc) = ACAF dreptunghic isoscel =

ICAF = 45° Ip

b) «CAF = 45°,«ADE = 90° = ADAE dreptunghic isoscel = DA = DE Ip

Cum OA = OE (raze) si DA = DE = DO mediatoarea lui AE = Ip

DO 1 AE.Dar BC L AE = DO |l BC sicum CO || BD = ODBC paralelogram. Ip
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enunt subiect 1, autor Bogdan Georgescu
a) Aratati c3, daca numerele x, y si Vx + \/; sunt naturale, atunci si numerele

Vx si,/y sunt naturale.
b) Determinati numerele naturale a, b, n cu proprietatea ca

a? — b? =+/2023 —n++n—1978.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a)Fievx+ /y=a,a€ENa=0ox=y=0=>Jx=[/y=0€N
Dacia > 0= (Vx +.,/y)(Vx —[y) =a(Vx —\[y) 2 x -y = a(Vx — [y) ip
=
Vx — \/3_/ € Q (am considerat x > y, expresia fiind simetrica)
Cum /x + \/3_/ € Q, obtinem 2\/x € Q= Jx € Q = x patrat perfect =
Vx €N = [y eN. Ip
b) 2023 —n,n —1978,a®> — b2 €N 79 2023 —n sin — 1978 sunt patrate {
perfecte, cu 1978 < n < 2023. p
Dacid 2023 —n = x%,n — 1978 = y? = x? + y? = 45.
Verificd doar36 + 9 = 9 + 36 = 45 = n € {1987,2014} 2p
Obtinem (a —b)(a+b)=9=>a—-b=1sia+b=9=>a=5b=4
saua—b=3sia+b=3=>a=3,b=0. 2p
Enunt subiect 2, autor Nicolae Iviaschescu, G.M. 6-7-8/2022
Daci x, y, z sunt numere reale si 2(3x\f§ +2y/3 — Z\/g) =x% 4+ y%2 +z? + 35,
calculati x* + y* + z*.
Detalii rezolvare Barem
asociat

x2—6xV2+18+y2 —4y3+ 124224 22V5+5=0 o
(x=3V2)? + (v = 2\/_)2+(z+\/_)2—0 3p
(x—3\/_) >0(y 2\/_) >0(z+\/_) >0=2x—3V2=0,y—2V3

Z+\/_—0:>x—3\/_y—2\/§2——\/_
Decix* +y*+2z*=81-4+16-9 + 25 = 493. 2p

2p




Enunt subiect 3, autor Cristian Olteanu

MB -1
Fie ABCDA'B’C'D’ cubsi M € (AB),N € (BC) astfel incat yI7he ﬁ =(3-1)
Notim DM N AC = {E}, ANNDB = {F},NC' nB'C = {P}siMB' n A'B = {Q}.
Determinati m(XEF, PQ).
Detalii rezolvare Barem
asociat
MB _CN AP _BC M =NBsiMB = NC p
AM — NB _ AM _ NB st
AAEM~ACED = HE AN i ANFB~nAFD = 2f _NB Ip
ED — pc FD _AD
ME BF EF 1| MB Ip
—_— ==
ED ~ FD
ANPC ACPB’=>NP— Ne AMQB~AB'QA' = MQ _MB
pC ~ pgArAMe A= =ap >
NP—MQ:P | MC = «(EF,P %(MB,MC) = <CMB
PC’ = 0B’ Q Q) = «x( ) = 2p
BC
In ACMB dreptunghic, avem tg<CMB = ME
MB 1 MB 1 BC 2p

i = = = = tg<CMB = +/3 = «CMB = 60°.
M- B AR B oMU v3

Enunt subiect 4, autor Traian Preda

Pe planul rombului ABCD ducem VO L (ABC),unde {0} = AC n BD.Fie M si N
mijloacele muchiilor VA, respectiv VB. Demonstrati ca:

a) Dreptele VO, CM si DN sunt concurente;

b) Daca m(xVC,MD) = m(xVD, NC), atunci piramida VABCD este o piramida regulata.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) VO,CM mediane in AVAC = daca {T} = VO n CM, atunci T este centrul de
|4

greutate al AVAC = TO - 2.
Dar VO mediana siin AVBD = T centrul de greutate al AVBD
DN mediandin AVBD = T € DN = V0, CM si DN sunt concurente in T. 2p
b) MO linie mijlocie in AVAC = MO || VC = «(VC,MD) = <OMD 1p
Analog <(VD,NC) = <ONC = ¥OMD = <ONC (1)
CO L (VDB)= CO LON; DO L (VAC) = DO L OM (2) Ip

1),(2) > ANOC~AMOD(U.U.) » o = IV, 0¢ _ VD Ip
@. @ WU)=op=om~ o0~ vc
(:>OC2—V02+0D2<:) 0C? — 0D?*)(VO? + 0C?> + 0D*) = 0= 0C = 0D tp

o007 ~vorroc < ) ) = B

ABCD patrat,VO L (ABC) & VABCD este o piramida regulata. Ip
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Problema 1 (autor Flavian Georgescu)
Determinati toate multimile M , cu elementele numere intregi, care respecta simultan
urmatoarele doud conditii:

legM,2e¢M,3eM

i1) Oricum am lua x, y € M , nu neaparat distincte, avem x—ye M .

Detalii rezolvare Barem
asociat
3-3=0eM 1p
0-3=-3eM ,3-(-3)=6eM ,6—-(-3)=9eM ,inductiv3neM,VneN 2p
0-3n=-3neM,VneN ,deci 3neM,VnelZ 1p
Dacd xe M si3n<x<3n+3,neZ,atunci y=3n+3—-xeM si ye{l2} - 5
fals P
In concluzie, M = {3n| ne Z} 1p

Problema 2 (autor Viad Petru, SGM 12/2022)

Rezolvati ecuatia { 2x6+ 1} + {x ; > } = 5);; 4 in multimea numerelor reale. Prin {a} s-

a notat partea fractionard a numarului real a.

Detalii rezolvare Barem
asociat
. . . 2x+1 x+5| x+6
Ecuatia este echivalenta cu + = , sau
6 3 4
2p
{2x+l]{x+2} _x+2
6 3 4
Inlocuim x=4r—2,t€Z si obtinem [%—%} + {g} =t,te’ 2p
Folosind identitatea Hermite, sau analizand cazuri modulo 3, obtinem ¢ =1 2p
x=2 1p

Problema 3 (autor ***)

Se considera un triunghi ABC care nu este dreptunghic. Notdm centrul cercului sau
circumscris cu O si punctele diametral opuse varfurilor 4, B, C, in acest cerc, cu A', B',
respectiv C'. Notam ortocentrele triunghiurilor 4'BC, AB'C, ABC' cu H,, H, respectiv

H_ . Demonstrati ca:



a) AH, =0OB+0C -204;
b) Centrele de greutate ale triunghiurilor ABC si H,H,H_ coincid.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) AH, = AO+OH, 1p
OH, = OB+0C+04' (Sylvester) 2p
AO=0A4"=-04 , deci AH, =O0B+O0C -204 1p
b) 30G =0A4+0B+0C ,unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC 1p
Tinand cont si de a), dacd G' este centrul de greutate al triunghiului H,H, H .,
e e m - 2
atunci 30G'=Y OH, =Y (OA+ AH,)=) 04=30G, deci G=G' P

Problema 4 (autor Simion Petre)
a) Fie a,b,c numere reale pozitive, astfel incat a +2b+3c =1. Aflati valoarea maxima

posibila a expresiei (a+c)(b+c).
b) Numerele reale pozitive x, y,z, p verifici relatia xyz(x+y+z) = p*. Demonstrati
cd x+2y+3z2>4p.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) l=(a+c)+2(b+c)=2\2(a+c)b+c) ,deci E=(a+c)(b+c) S% 2p
3 1 1 . . 1 . 1
Pentru a =—,b=—,c=— obtinem a+2b+3c=1si E=—,deci max £ =— 1p
8 8 8 8 8
b) x+2y+3z=(x+2)+2(y+2)22J2(x+z)(y+2) 2p
22+ D)y +2) = W2+ 2+ y+2) 2 222 om(x + y+ 2) =4p 2p
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Problema 1 (autor **%*)
a) Rezolvati ecuatia log, x—log, 27 =log; x—log, 8.

b) Fie functia /R —>R, f(x)=10-9% —21.6" +9.4" . Aritati c f(%] _ ).
go-1g
Detalii rezolvare Barem
asociat
. . 3 3
a) Ecuatia se scrie a+—=> +Z, unde a =log, x, b=log; x 2p
a
Obtinem I) a =b, de unde x =1, care nu convine si II) ab =3, de unde
Rlogs3 2
(log, x)* =3log, 3, x =271’ P
b) f(1)=0 1p
2x X X X
f(x)=0<10- 3 -21- 3 +9=0& 31232 sau 3 =§, deci a
2 2 2 2 2 5 5
_ p
doua solutie a ecuatiei f(x)=0 este log;, 3 = lg3-1g5 , de unde concluzia
=5 lg3-lg2

Problema 2, (autor Sanziana Dumitran, GM 11/2022)

4
Determinati minimul expresiei f(z)= :{e(z)z , cand z parcurge multimea numerelor
Rez
complexe care au partea reald nenula.
Detalii rezolvare Barem
asociat
< . * . . cosda
Dacd z=r(cosa+isina),cu reR , aeR si cosa#0,atunci f(z)=—7j 2p
cos a
4 2 1-8¢ 2
cos4a =8cos” a—8cos a+1,f(z)=8+—2,unde t=cos" a 2p
t
1-8¢ 2 .
s—=xxt"+8-1=0,iar A=64+4x20=>x2-16= f(z) 2 -8 2p
t
1 .
Avem x=-16 pentru = 7 Sa= i%+n7r, deci min f(z) =-8, deoarece 1p
valoarea —8 se atinge




Problema 3, (autor ***)
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Jx+x+5=3x+4+3x+23.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Observam cé 4 este solutie 2p

Ardtim ci ~Jx <3x+4 (1) si Vx+5<3x+23 (2) pentru xe[0,4), iar 1
P
Jx>3x+4 (3) si Vx+5>3/x+23 (4) pentru x >4, deci 4 este solutie unica

3,3 3 L <4(2-1)-4=0, pentrux €[0,4) .
(\/;) (\/m) —x(\/; D 4{>4(2—1)—4:0,pent1’ux>4 = MsiG) 2

x=4

(Vx+5) —(fx+23)° =(x+5)(\/E—l)—18{<9(3_1)_18:0’ pentrux €[0,4)

2
>9(3—1)—18 =0, pentrux > 4 P

= (2)si(4)

Problema 4, autor Mihail Baluna
Determinati numerele Intregi » pentru care existd o multime finitd 4 de numere reale nenule
si o functie bijectivd f: 4— A cu proprietatea f(x)+ f(f(x))=nx, oricare ar fi xe 4.
Detalii rezolvare Barem

asociat

Pentrua € 4 de modul maxim avem

|nal= f(@)+ f(f(@) K f(@)|+]/(f(@)]<2]|a] (1) si|a]>0,deci [n[<2 5

Pentru n=2 ludm A oarecare si ' =1,, deci n=2 convine 1p
Pentru n=0 ludm A4={-a,a}, ac R si f(x)=—-x,deci n=0 convine 1p
Pentru n=-1 lvdm A4={a,b,c} cu a+b+c=0 si f(a)=b,f(b)=c, f(c)=a 1

, deci n=-1 convine P

Pentru n=-2 si a € A de modul maxim inegalitatile din (1) devin egalitati,
deci | f(a)I=| f(f(a)[F a| si sgn f(a) =sgn f(f(a)), de unde 1
f(a)= f(f(a)),ceeaceducela a= f(a)= f(f(a)), contradictie; n=-2 nu P
convine

Pentru n=-1, a € A de modul maxim si b € 4 astfel incat f(f(b))=a avem
a+ f(b)=>bsi f(a)+a= f(b),deunde 2a=b— f(a), ceea ce duce la 1
a=b=—f(a).Reiese a= f(a)+ f(f(a))=—a+a=0,fals; n=—1 nu P
convine
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice alta
rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiectul 1, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu

a) Fie A, B € M,,(C) astfel incat AB = BA si A?°23 = B2023 = [ Demonstrati cd det(A + B) # 0.
b) Demonstrati c nu existd A € M, (Q) astfel incat det(A? — 21,) = 0si det(4% — 31,) = 0.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Din ipotezd: (A + B) (42022 — A2021p 4 ... 4 p2022) = 42023 4 p2023 — 7 2p
Rezultd A + B este inversabild, deci det (A + B) # 0. 1p
b) Presupunem ca exista A cu proprietatile cerute. Avem det(A - \/ZIZ)(A + 2p
V2I,) =0

& det(A—2I,) = 0saudet(A +V2I,) = 0.

Fie det(A — \/EIZ) = 0, rezult3 det(4) + 2 — V2 tr(A) = 0. Deoarece det(A), 1p

tr(A) € Q, rezulta tr(A) = 0 sidet(4) = —2.

Din teorema Hamilton- Cayley rezultd A%2 — 21, = 0,, iar det(A4% — 31,) = 1. Fals. 1p

Analog pentru det(A + \/512) =0.

Obs. Se poate folosi in rezolvare polinomul caracteristic al unei matrice.

Enunt subiectul 2, autori Costel Chites si Daniel Petriceanu

Fie multimea M = {A € M,,(R)|det (A) #0},ne NNn=>3sif:M - M, f(A) = A%, unde A"
reprezinta matricea adjuncta a matricei A.

a) Daca n este numar par, demonstrati ca f este functie bijectiva.

b) Este f functie bijectiva daca n este numar impar?



Detalii rezolvare

Barem

asociat
a) Fie B € M, f(A) = B. Atunci A* = B. Notdam d = det(4),d # 0. 3p
Deoarece A este inversabild, atunci A* = (det A) - A™! & A* = dA™ 1, rezults
dA™! = B = det(dA™") = det(B) & d"! = det(B) & d = ""y/det(B),n — 1
este numar impar.
Am obtinut cd (" Vdet B)A"l! =B & A7t = %B 1p
Obtinem ca A = " det(B) B~'eM. Ecuatia consideratd are solutie unica, deci 1p
functia f este bijectiva.
b) Fie A; = I,, si A, = —I,,. Deoarece det(A;) = 1sidet(A,) = —1, rezultd 2p

Ai,A; EM.
f(4,) =L, iar f(A,) = I,,. Rezultd ca functia f nu este injectiva, deci nu este

bijectiva.

Enunt subiectul 3, autor Nicolae Musuroia ( Gazeta Matematicd)

Fie sirul (a,;),>1 cu termenii strict pozitivi dat de relatia a,,,1 = In(a; + a, + -+ a,),n > 1.

Determinati lim (a"” - 1) e,
n

—00 an

Detalii rezolvare Barem
asociat
Relatia de recurentd se poate scrie a,., = In(e“r + a,), vn € N*. Deoarece a,, > 0, 3p
rezultd In(e® + a,) > lne% = a,, atunci a,,4 > a,, Vn = 1. Am demonstrat c
(an)ns1 este sir strict crescator.
Din teorema lui Weierstrass pe R rezultd cé existd lima, = L, L € R. Presupunem ca 2p
n—oo
L € R, din relatia de recurentd obtinem L = In(e’ + L) © L = 0. Fals. Rezultd ci L =
0,
Pe de altd parte a,,41 — a, = In (1 + ﬂ) iar lim - =0 1p
p n+1 n ean )’ n—oo €91 )
In(1+3n 1p
Obtinem (M — 1) edn = #, rezultd c3 existd lim (a"“ — 1) edn =1.
an ea_n n—oo an

Enunt subiectul 4, autor Daniel Petriceanu

a) Fie (X, )p>1 un sir de numere reale definit prin x,,,1 = |x, —1|,vn > 1,x; = a,a € R.

Determinati toate valorile lui a € R astfel incat sirul (x,,),,>1 sa fie convergent.




b) Demonstrati ¢ sirul (y,,) 1, definit prin y,, = sinn?, vn > 1, nu are limita.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Dacd a = 0, notdm p = [a], rezultd x4 = a — [a] = {a}, x,41 € [0; 1). 1p
Avem xp+2 = |xp+1 - 1| =1- xp+1, .xp+3 = |xp+2 - 1| = xp+1. Obtlnem zp

Xp+n = Xp+1, Y7 € N, n numarimpar si xp1n = 1 — xp41, V1 € N¥, n par.

Sirul (xy,)n>1 este convergent dacd si numaidacd Xp4q = 1 — Xpyq © Xpyq =

{a} = % Rezultda =p +%,p € N.

Daca a < 0, atunci x, > 1, din cazul precedent rezulta a = j +%, JEZ, j<O. 1p

Solutia problemei este a = j + %,j € Z.

b) Presupunem ca existd limy, = L,L € [—1; 1]. Avem Yz, + V15, = 1p
n-oo
2y15, c0S(21602),
rezultd L = 0 sau existd lim cos(216n?) = 1.
n—oo
Dacd existd lim cos(216n?) =1, atunci existd lim sin(216n?) = 0, rezults 1p
n—oo n-oo
existd lim sin(432n?) = 0 si lim sin(1296n2) = 0, deci limys¢, = 0, rezultd
L=0.
Avem v, .1 = Y, cos(2n + 1) + cos(n?) sin(2n + 1), rezultd 1p

lim cos(n?)sin(2n + 1) = 0si lim sin(2n+ 1) = 0.
n—oo n—-oo

Notam z,, = sin(2n + 1). Deoarece Zyp 11 — Zon_1 = 2 sin 2 cos(4n + 1), rezultd

ca exista lim cos(4n + 1) = 0. Fals.
n—oo

Asadar, sirul (y,),s1 nu are limita.
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazi conform baremului.

Problema 1 (Gazeta Matematica)
Determinati functiile f: (0, 00) — (0, o) care au simultan proprietatile:
a) f este bijectiva, derivabila, cu f'(x) # 0, pentru orice x € (0, );
b) f admite o primitivd F cu proprietatea ci F o f 1 este o primitiva a functei f 7.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Stiind ca (f~1)'(x) = m,w € (0,00)) sica (Fo f~1)(x) = f1(x) se 2

obgine x = f'(f~1(x))f ~*(x), Vx € (0, ).

Deducem ci f(x) = f'(x) - x, Vx € (0, )). 2p

Integrand obtinem ln(f(x)) =Inx +¢,Vx € (0,0) cuc € R. 1p

De aici se obtine f(x) = kx,Vx € (0, ), unde k este un numar real pozitiv.
2p

Problema 2 (autor Ovidiu Sontea)
Pe mulfimea numerelor reale se considerd legea asociativd x oy = xy — 3x — 3y + 12.
Determinati numerele reale a si b pentru care mulfimea G = {x € R|x* + ax + b = 0} C
[2,4] este parte stabild a multimii numerelor reale in raport cu legea data, iar (G,o) este

grup.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Se observa cd |G| £ 2.Dinece = e obtineme = 3saue = 4 2p

Dacie =3 atuncixece = 3,Vx € G,deci G = {3},deundea = —6,b =9 2p

Daca e=4, atunci G={4} - caz In care a=-8b=16 p

sauG = {4,x},cuxox =4,deunde x = 2,cazincarea = —6,b = 8 1p

Problema 3 (autori Costel Chites , Viad Drinceanu)
Sa se calculeze :  lim ! I Sin’ ~dt .
0 x-1gx-(1—-cosx) § ¢-cost
Detalii rezolvare Barem

asociat




1,t=0

. T o
Functia f: [O,Z} - R, f(t)=1 sint 0 este continua. 2p
— t>
t-cost’
Prin aplicarea teoremei de medie, deducem existenta
4
' sint sinc
cxe(O,x“)a.z.j Sdr=xt ——. 2p
o t-cost ¢, -Ccos” ¢,

. . tgx . 1l—cosx 1 . s
Cum limc, =0, lim&X -1 , lim —— =—, deducem cd valoarea limitei este
x—0 =0 x x—0 X 2 3p

2.

Problema 4 (**%*)
Fie (G,") un grup finit pentru care exista un automorfism al sau f: G — G avand proprietatile:
f(x) #x,Vx € G\{e}si(fof)(x)=xVxEQG.
a) Aritati ci functia 0: G > G, o(x) = x~1 - f(x) este bijectivi;
b) Aratati ca (G,-) este grup abelian.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Intr-adevir, se presupune ci x,y € G cu o(x) = o(y); atunci x~* - f(x) =
y 1 f()sif(x-y 1) =x-y 1. Cum f(x) = x implicd x = e, deducem ci

. S . 9 N 3
x = y, deci o este injectiva, iar cum G este finit, va rezulta ca o este bijectiva. P

b)Din a) deducem ca fiecare element x € G poate fi scris in mod unic ca x =

Yy~ 'f(y) pentruuny € G. 2p

Astfel, avem f(x) = fOD T (f) = fO) Ty =x7"
deci pentru orice a, b € G, avem b~1a™! = (ab)™! = f(ab) = f(a)f(b) = )
a~lh~1. p




